Programme de Terminale S
Géométrie dans l'espace
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| - Rappels
1 - Coordonnées dans le plan

On se place dans un repére orthonormé (O, i ,}') . Soit M un point du plan. On note x (abscisse) et y
(ordonnée) les coordonnees de M :
M(x;y)=O0OM=xi+y]

Onnote OM ‘;

La norme du vecteur OM est définie par: ||OM||=OM = x*+ y’
La distance entre deux points A et B est définie par : AB=||K]§||=\/(xB—xA)Z—i-(yB—yA)2

Extension 3D : On se place dans un repére orthonormé (O, i ,}' l;) . Soit M un point de 'espace. On
note x (absc1sse) y (ordonnee) etz (cote) les coordonnées de M :
M(x;y;z)=0M=xi+yj+zk

__|x

Onnote OM]|y
z

La norme du vecteur OM est définie par: ||OM|=0M =y x*+ y*+7°
La distance entre deux points A et B est définie par: AB=||AB||=v/ (x = x )+ (ys—y. ) +(z,—2,)

Application : Soit deux points A(1;2;3)etB(-5;9; 1)

@ coordonnées

_s-1 __|-s
AB| 9-2 =AB| 7
1-3 -2

@ Soit D(x;y; z) un point tel que AD=2 AB

x—1=-12
On obtient le systéme : | y—2=14 =D(-11;16,-1)
z—3=—4

@ sphere
On recherche le lieu des points M(x ; y ; z) équidistants de A d'une distance 2. On écrit :
AM =2 ou encore AM2=22: (x—-1)2+(y—2)2+(z—-3)2=4
La relation obtenue est une équation de la sphere de centre A et de rayon 2 :
X2+y2+272-2x-4y—-62+10=0

@ plan médiateur
On recherche le lieu des points M(x ; y ; z) a égale distance de A et de B. On écrit :
AM = BM ou encore AM2=BM?: (x—-1)2+(y—-2)2+(z-3)?2=(x+5P2+(y—-9)2+(z—-1)
La relation obtenue est une équation cartésienne du plan médiateur de A et B :
—12x+14y—-4z-93=0

Notons que le milieu I de A et B appartient a cet ensemble, en effet :

1(1;5;2;9;3;1) 1(—2; 10y o —12x(—2)+ 22X 40 93=04177-8-93=0

2
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2 — Equation d'une droite dans le plan

Soit D une droite définie dans un plan muni d'un repére orthonormé (O, i ,j‘) . Soit M(x ; y) un point du
plan. On sait qu'il existe 3 réels a, b et c (a et b ne sont pas tous les deux nuls) tels que :

MeD <ax+by+c=0 . Cette relation est appelée équation cartésienne de D

Exemple : Soit deux points A(1 ; 0) et B(0 ; 2) du plan
On exprime que M(x ; y) est sur la droite (AB) en exprimant que les vecteurs AM et AB sont liés. Il
existe ainsi un réel k tel que : AM =k AB

51 x—1=—k
2

i ome : =>y=—2x+2
. On obtient le systeme : y=2k y

Réciproquement : siy = —2x + 2
AM 2 :>AM=5AB=>M€D
y
Conclusion: M(x;y)eEDe—2x—y+2=0

Que se passe t-il en 3D ?

Voyons cela sur un exemple : Soit trois points A(1;0;0),B(0;1;0)etC(0;0;2)delespace. A, B et
C ne sont pas alignés et on recherche une condition nécessaire et suffisante d'appartenance au plan P
passant par ces 3 points.

On exprime que M(x ; y ; z) est dans le plan P en exprimant que le vecteur AM est une combinaison
linéaire des vecteurs ABet AC . Il existe ainsi deux réels s et t tels que : AM=sAB+t AC
-1 -1 x—1=—s—t ,
AB| 1 ,AC| 0 .Onobtientle systtme: |y=s =>x+y+§—1=0
0 2 z=2t

Réciproquement : si x+y+ g —1=0

Z
o x—l==y—=_ . L
AM 2:>AM=yAB+§AC:M€P
y
VA

Conclusion : M(X;y:Z)€P®x+y+§—1=0

On admettra que dans l'espace, les équations de la forme ax + by + cz +d =0 (a, b, ¢, d sont des réels
fixés et a, b c ne sont pas tous les trois nuls) sont des équations de plan P
Ainsi: M(x;y:z)eP<ax+by+cz+d=0

3 - Barycentre

Soit n un entier naturel (n > 1). Soit une famille de n points A,,...,A;,..., A, et une famille de n réels
O yee s Oy s X
n —_—
Soit M un point quelconque de 1'espace. On s'intéresse au vecteur U= ) o, MA,

CAS 1 : On suppose que Z ;=0

i=1
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Propriété : dans ce cas, le vecteur ainsi défini U est constant (ne dépend pas de M)
En effet, soit N un point de 'espace :

fl:zn: “iszn: “,-(WVJFM,-):Zn: (O‘im"'o‘imi):(i O(i)]\_/.f]»\f-i-i %MFZn: aimi
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1 i=1

n
CAS 2 : On suppose que Z ;70
i=1
Propriété et définition : dans ce cas, le vecteur ainsi défini U s'annule en un unique point G
n
0= o.GA,=x,GA,+..+« GA =0
i=1
G est appelé barycentre des points pondérés (A, &), ...,(A,,«,)

G est appelé isobarycentre lorsque tous les coefficients sont égaux. On parle dans ce cas, de milieu pour n
= 2 et de centre de gravité lorsque n = 3

n
On se place désormais dans le cas : Z x,;#0
i=1

Remarques :
@ On ne change pas le barycentre G en multipliant tous les coefficients par un méme nombre réel
non nul

@ Pour tout point M de I'espace : z X, m,:(Z o) MG

i=1 i=1

S 0%,
@ En particulier pour l'origine O : OG="=———  Les coordonnées de G sont alors les

n

Zo‘i

i=1
"moyennes pondérées des coordonnées des A;

Exemples :
@ n=2

— — - —— —— — - —— 1 ——
Soit G l'isobarycentre de A et B.Ona: GA+GB=0=GA+GA+AB=0= AG=5AB . C'est bien le
milieu de A et B
@ n=3

Soit G l'isobarycentre de A, B et C trois points non alignés. Ona: GA+GB+GC=0
On note A' le milieu de B et C, B' le milieu de A et C, C' le milieu de A et B. On obtient :

(7,»4+(_}]§+55=6=>574+2§4>'=6:3(§>4+2KA>'=6=>KG=§KA>' et de facon analogue
%:%@etc_é=§€c"

Ces trois relations vectorielles confirment que G est a l'intersection des trois médianes et se situe "au deux
tiers" de la médiane en partant d'un sommet

Théoréme : Soit A et B deux points distincts de 1'espace. La droite (AB) est I'ensemble des barycentres
de AetB
En effet :

Me&(AB)= 3keR,AM=k AB= MA +k AM+k MB=0<(1—k)MA+k MB=0,(1—k)+k=1#0 .M
est barycentre de (A, 1 —k) et (B, k)
Réciproquement : si M est barycentre de A et B
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J«, B€|R(0<+B¢0),0<1\_/IZ+BJ\_/IE=6=>A_J\7I=O(—%Z’B . M appartient a la droite (AB)

Théoréme : Soit A et B deux points distincts de 1'espace. Le segment [AB] est I'ensemble des barycentres
de A et B pondérés de coefficients de méme signe
En effet :

Me[AB|<3ke[0;1],AM=k AB<(1—k)MA+k MB=0,(1—k)+k=1#0et 1—-k=0,k>=0 . Les
coefficients sont de méme signe
Réciproquement : si M est barycentre de (A,x)et(B,B) pondérés de coefficients de méme signe.

. L o B 7% B N
' AM=———ABet0<——<1
D'apreés le théoreme précédent x+ B o . M appartient a [AB]

Théoréme : Soit A, B et C trois points non alignés de 1'espace. Le plan (ABC) est I'ensemble des
barycentres de A, B et C
En effet :

M€e(ABC)=3s,teR,AM=s AB+t AC

=(1—s—t)MA+sMB+t MC=0,(1—s—t)+s+t=1#0 .M est barycentre de (A, 1 —s—t), (B, s) et
(G 1)
Réciproque : raisonnement identique au théoréme précédent

Théoréme : Soit A, B et C trois points non alignés de I'espace. L'intérieur du triangle ABC, cotés
compris, est 'ensemble des barycentres de A, B et C pondérés de coefficients de méme signe

En effet :

Soit M un point du plan (ABC). M est barycentre de A, Bet C: Ja,b,c€R,a MA+bMB+cMC=0
On note N le barycentre de (A,a)et(B,b) ,

On obtient : (a+b)MN +c MC=0

N est a l'intersection des droites (CM) et (AB).

Si a, b et c sont de méme signe : N appartient a [AB] et M appartient a [CN]. M appartient alors a
l'intérieur du triangle ABC, c6tés compris

Réciproquement : Si M est a l'intérieur de ABC, cotés compris, a et b sont de méme signe eta + b et c
sont de méme signe. On en déduit que a, b et c sont de méme signe

Il - Produit scalaire en 3D
1 - Définitions

Définition : Soit U et vV deux vecteurs. On définit le produit scalaire de ces deux vecteurs noté u.v
1

.= ((li+V =l = [1v])
R X x'
Propriété : On se place dans un repere orthonormé (O,i,j,k) .Onpose Uy et V|y'
z z'

u.v=xx'+yy'+zz
En effet :

(la+vIP =l [v1)

N | =

par définition u.v=
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z‘-‘7=%[(X+X')ZJF()’JFy')ZJF(Z%rZ')Z—XZ—)’Z—ZZ—X'2—y'2—z “l=xx'+yy'+zz'

—

Propriétés : Soit U, v et w trois vecteurs et k un réel.

- ﬁ-v=§(llull HVIF=lla—vIF)
@ na=i'=lulf

@ u.v=v.i

@ U.(V+W)=i.v+i.w

@ (ki).v=i.(kV)=k(1.V)

Ces propriétés peuvent se démontrer en exploitant I'expression analytique du produit scalaire. On en
déduit les propriétés suivantes

Propriétés : Soit U et V deux vecteurs.
@ (W+v)y=U42u.v+V
@ (u-v)y=u'-20.v+V
@  (4+v).(u—v)=t"—V°

Remarque : Soit U et v deux vecteurs non nuls. Soit A, B et C trois points de I'espace tels que
u=ABetv=AC . Placons nous dans le plan (ABC) ou dans un plan contenant ces points s'ils sont
alignés. Le point H représente le projeté orthogonal de C sur la droite AB. Voir la figure ci-dessous

C |

‘I \
— s 1 B
'H

Rappelons le théoreme généralisé de Pythagore ou le théoreme de Al-Kashi
BC*=AB*+ AC*-2 ABX AC cos(x),x=BAC (angle géométriquede U et Vv )

a.v:KE.KE——(HABH +||AC|~||AB—AC|})= 2(AB +AC*—BC?)=ABX AC cos ()

On en déduit les propriétés suivantes :
@ u.v=|g||x||v||cos ()

-

@ le produit scalaire .V estnul lorsque l'angle géométrique de @ et Vv est un angle droit

De plus : ﬁﬁ=K§ZE=KB(E+E&)=Z]§ ﬁ= _ABXAHSIAG[HB]
ABXAH sinon

Quelques applications :
A1 : calcul d'angle dans l'espace
On se donne trois points A(1; 0; 0) B(2; 2; 2) et C(0; 2 ;2). On recherche au degré prés une mesure de
I'angle géométrique a=BAC

AB.AC
On utilise la formule €os(a)=————=—
[|AB|x[|AC]|
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1 -1
AB|2,AC| 2 ,AB.AC=7,AB=AC=3=>cos(a)=g:>a=arccos(g)w39°
2 2

A2 : Equation de plan
On se donne trois points A(3; 0; 0) B(2; 2; 2) et C(0; — 1 ;2). On recherche 1'ensemble des points M(x ; y ;
z) vérifiant CM.AB=0

-1 X
AB|2 ,CM|y+1,CM.AB=—x+2(y+1)+2(z—2)=0=—x+2y+22—2=0
2 z—2

L'équation obtenue est celle d'un plan contenant C. On verra qu'un vecteur dit normal a ce plan est AB

A3 : relations dans un triangle
Soit A, B, M trois points non alignés de I'espace. On note I le milieu de [AB]

Montrons les relations suivantes :

@ MA2+MB2=2MIZ+%AB2

En effet : MA2+MB2=(1\_/17+ﬂ)2+(m+ﬁi)2=2MIZ+2m(ﬂ+ﬁ3)+IA2+IB2=2MIZ+%AB2

® MA*-MB=2MI.BA_ o
En effet : MA’~MB’=(MI+IA)’—(MI+IB)'=2 MI(IA—IB)+IA*~IB°’=2MI .BA

1

@ 1\7[7\.1\7[1’3=M12—ZAB2

— ] 1= 1

En effet : MA.MB=(MI+IA).(MI+IB)=(M —EZB).(J\_/IT+5AB)=MIZ—ZAB2

Application : on recherche les points M de l'espace vérifiant MA. MB=0
On obtient : MA. 1\_/H>3=MIZ—%AB2=0@ MIZ=%ABZ@MI=%AB

L'ensemble recherchée est la sphére de diametre [AB]

2 — Orthogonalité dans I'espace

Définition : vecteurs orthogonaux
Soit deux vecteurs de I'espace, U et Vv .On dit que ces vecteurs sont orthogonaux, lorsque 1'un des
deux est nul ou 'angle géométrique de ces vecteurs est I'angle droit

Propriété : Soit deux vecteurs de l'espace, U et Vv . IlIs sont orthogonaux si et seulement si leur
produit scalaire est nul, u.v=0
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Exemple : On se donne deux vecteurs U et vV et on cherche a quelle condition ils sont orthogonaux.

1 |—1 1
ﬁZ,V 0 ,a-§=—1+22=0®z=—
2

2 Z

Définition : droites orthogonales
Soit deux droites de I'espace D et D' de vecteurs directeurs respectifs
sont orthogonales, lorsque les vecteurs directeurs sont orthogonaux,

—_
I

et

—

u' . On dit que ces droites
r — 0

oy

Remarque : deux droites orthogonales dans I'espace, ne sont pas nécessairement sécantes. Lorsqu'elles le
sont, ils sont alors coplanaires, on dit qu'elles sont perpendiculaires

Définition : projeté orthogonal d'un point sur un plan

Soit P un plan de I'espace et M un point de l'espace. On définit la droite perpendiculaire a P passant par
M. L'intersection M' de cette droite et du plan P est le projeté orthogonal de M sur P. M = M' lorsque M
appartient a P

Définition : vecteur normal a un plan
On dit que le vecteur non nul 7 est un vecteur normal a un plan P, si toute droite de vecteur directeur

n est perpendiculaire a P

Remarque : une droite perpendiculaire a un plan P, est orthogonale a toute droite de P

<i

Proprlete Soit n un vecteur non nul de I'espace et P un plan ayant pour vecteurs directeurs U et
n est un vecteur normal a un plan P, si et seulement si n est orthogonala U et Vv

Eneffet:si 7 estun vecteur normal & P, toute droite de vecteur directeur 71 est orthogonale a toute

droite de P et en particulier celles de vecteur directeur u et v .Onen déduit n.u=0 et n.v=0

Réciproquement : On suppose n.u=0 et n.v=0 . Soit D une droite de P de vecteur directeur w

Ce vecteur est une combinaison linéairede # et v . w=su+tv,s€R,teR

Ona: n.w=sn.u+tn.v=0 . Ainsi, toute droite de vecteur directeur 7n est perpendiculaire 3 P. 7

est un vecteur normal a P

Définition : plans perpendiculaires
P et P' sont deux plans perpendiculaire si I'un contient une droite perpendiculaire a I'autre

Propriété : Soit P et P' deux plans de vecteurs normaux respectifs 7 et n' . Ils sont perpendiculaires
si et seulementsi: n.n'=0

Quelques applications :
A1l : Recherche de vecteur normal

1 -1 X
soit P un plan de vecteurs directeurs U|0,V| 1 . Recherchons un vecteur normal 7|y a P. Il suffit
2 0 z
d'imposer n.u=0etn.v=0ex+2z=0et—x+y=0=x=—-2zet y=x
-2
On pose z = 1, ce qui donne n|—2
1

A2 : Distance d'un point a un plan
Soit M un point de I'espace et P un plan. Soit N un point quelconque de P. On note H le projeté
orthogonal de M sur P. Appliquons le théoreme de Pythagore au triangle MHN
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MN?= MH?+ HN*= MN > MH

On note MH = d(M, P), distance de M au plan P. Exprimons MH.
Soit 7 un vecteur normal aP: MN.h=(MH+HN).ii=MH .7ii=|MN .i|=|MH .ii|=MH |7
|MN .7

On en déduit : MH= ||F1||

lll - Représentation des droites et des plans

1 - Les plans

a — Le plan est défini par un point et deux vecteurs directeurs

a a
Soit P un plan de l'espace, A un pointde Pet U|b , U'lb' deux vecteurs directeurs. Soit M(x ; y ; z) un
c c'

point de P, exprimons que les vecteurs AM ,ii,u’ sont colinéaires
MeP=3x, BeR/AM=xii+Bu’ .Ce qui donne une représentation paramétrique de P
x=x,toa+pa’
y=y,tab+pb’
z=z,tuc+pc’

b — Le plan est défini par un point et un vecteur normal
a

Soit P un plan de I'espace, A un point de P et n|b un vecteur normal. Soit M(x ; y ; z) un point de P
c

MeP < AM.7=0 . Ce qui donne une équation cartésienne de P
M(x;y;z)eP=a(x—x,)+b(y—y,)+c(z—z,)=0=ax+by+cz=ax,+by,+cz,

2 - Les droites

La droite est définie par un point et un vecteur directeur
a

Soit D une droite de I'espace, A un point de D et U|b un vecteur directeur de D. Soit M(x ; y ; z) un
c

point de D, exprimons que les vecteurs AM ,ii sont colinéaires
MeDe3teR/AM=ti .Ce qui donne une représentation paramétrique de D
X=x,+tta
y=y,+tb
z=z,+tc
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3 - Exercices classiques

@ Représentation paramétrique d'une droite
Soit A(1;0;4) et B(—2; 1;0). On recherche une représentation paramétrique de la droite (AB)

-3 x=1-3t
AB|1 . MeD<3tcR/AM=tAB cequidonne |y=0+t t€ER
—4 z=4—4t

@ Représentation paramétrique d'une demi-droite
Soit A(1;0;4) et B(—2; 1;0). On recherche une représentation paramétrique de la demi-droite [AB) de
sommet A et contenant B
-3 x=1-3t
AB|1 . Cequidonne |y=0+t t=0
—4 z=4—-4t

@ Représentation paramétrique d'un segment
Soit A(1;0;4) et B(—2;1;0). On recherche une représentation paramétrique du segment [AB]

|3 x=1-3t
AB|1 . Cequidonne {y=0+t t€[0;1]
4 2=4— 4t

@ Equation cartésienne d'un plan

1
On recherche une équation cartésienne du plan P passant par A(— 1 ; 5 ; 0) et de vecteur normal n2
3
_ . |x+1
M(x;y;z)€EP=AM.ii=0 . AM|y—5 Cequidonne:x+2y+3z=9
z
@ Equation cartésienne d'un plan
Soit A(1;2;3),B(0;1;0)et C(-1;0; 0) trois points de I'espace. On recherche une équation
cartésienne du plan P passant par ces points
Meéthode 1 :
Equation généralede P:ax +by+cz+d=0
a+2b+3c+d=0 |c=0
On exprime que A, B et C appartiennent a P. D'ou le systeme |{b+d=0 <ib=—d
—a+d=0 a=d

Une solutionest : x—y+1=0
Méthode 2 :

X
On détermine d'abord un vecteur normal |y a P a partir des vecteurs directeurs de P on utilise le

z
principe l'exercice précédent

-1 __|-2 1

AB|-1,AC|-2 K’B.ﬁ:OetE.ho@(”J’”F(’_ = X*TY=0" on peut choisir 7|1
I [2x+2y+32=0 " |z=0 5

L'équation de P sera de la forme : x —y +d = 0 ; d a déterminer en exprimant que B appartient a P. Une
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équation cartésienne de P estdonc: x—-y+1=0

@ Intersection de deux plans
Soit P et P' deux plans d'équations cartésiennerespectives x + 2y + 1 =0 et x + y + z— 1 = 0. Déterminons
l'intersection éventuelle de ces deux plans.

1 1
Un vecteur normal a P est 1|2 . Un vecteur normal a P'est 1'|1 . Ces vecteurs normaux ne sont pas
0 1

colinéaires, le plan P et P' ne sont pas paralléles. L'intersection de P et P' est une droite D. Les points
M(x ; y ; z) de D vérifient les deux équations cartésiennes. L'idée ici est d'exprimer deux inconnues en
fonction de la troisieme

x+2y+1=0 _ | X=-1-% x=-1-2t
y ~ ©1y=0+1y .Une représentation paramétrique de D est: {y=0+1t t€R
x+y+z—1=0
z=2+1y z=2+1t

Une rapide vérification montre que les points ainsi définis appartiennent bien a P et P' (les coordonnées
vérifient les deux équations cartésiennes)
-2
Le point A(—1; 0; 2) appartient a D et U| 1 estun vecteur directeur de D
1

@ Intersection d'une droite et d'un plan
Soit D la droite de I'espace passant par les points A(0 ; 0; 2) et B(1; —4; 5) et P le plan d'équation x + 2z
= 18. Recherchons I'intersection éventuelle de D et P

1 x=0+1t
AB|—4 | Une représentation paramétrique de D est : | y=0—4tt€R _ Soit M(x ; y ; z) un point de
3 z=2+3t

D. On suppose que M est aussi dans P, ses coordonnées vérifient 1'équation cartésienne de P :
x+2z=18=(0+1t)+2(2+3t)=18=t=2

Cette valeur particuliere de t correspond au point C(2 ; — 8 ; 8). L'intersection de D et P se réduit au point

C

@ Intersection de deux droites
Soit D la droite de I'espace passant par les points A(0 ; 0; 1) et B(1; 0 ; — 1). Soit D' la droite de 1'espace
passant par les points A'(10 ; 20; 30) et B'(5; 4 ; 3). Recherchons l'intersection éventuelle de D et D'

|1 __|-5
AB| (0 ,A'B'|—16
-2 —27
x=0+1¢
Une représentation paramétrique de D est: { y=0+0tt€ER
z=1-2t
xX=5-5s
Une représentation paramétrique de D' est : | y=4—16sS€R
z=3-27s

x=5-5s=0+1t
Soit M(x ; y ; z) un point appartenant a D et a D'. On obtient le systeme |y=4—16s=0+0t
lz=3—27 s=1-2t
Attention !! on a un systéme de trois équations en t et s. Les deux premieres permettent d'obtenir

1 15 e, ) ) —15_—13
S =Z ot =7 . En remplagant t et s par leur valeur dans la troisieme équation, on obtient — —=——
ce qui est impossible.

On en déduit: DND'=0
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@ Détermination de d(A, P). Intersection d'une sphere et d'un plan
Soit A(1; 2 ; 3) un point de 'espace et P le plan d'équation x + y + z = 1. Déterminons la distance de A a
_|AN .7

7]

La forme générale de I'équation cartésienne de P est ax + by + cz + d = 0.

P en appliquant la formule d(A,P)=AH

a=1
H est le projeté orthogonal de A sur P, N est un point quelconque de P et nlb=1 est un vecteur normal
c=1
‘a(XN_XA)+b(YN_ YA)+C(ZN_ZA>‘

aP.Cequidonne d(A,P)= Il

|ax ,+by ,+cz,+d|
Voici une autre formulation de la distance au plan : d(A,P)= 5 o
Va'+bi+c

_|1+2+3-1] _5V3
VI’ +1°+1° 3
Soit S la sphere de centre A et de rayon r = 5. Etudions l'intersection éventuelle de S et P.
Il suffit de comparer le rayon et la distance de A au plan P. On est dans le cas ou d(A, P) <r, le plan P
coupe la sphere S et l'intersection est un cercle

d(A,P)

@ Projeté orthogonal sur un plan
Reprenons I'exercice précédent sous un autre angle. Soit A(1 ; 2 ; 3) un point de l'espace et P le plan
d'équation cartésienne x + y + z = 1. Déterminons H, le projeté orthogonal de A sur le plan P (on peut
remarquer d'emblée que A n'appartient pas a P)

1
Le vecteur 1|1 estun vecteur normal & P. On définit la droite D passant par A et de vecteur directeur
1
n . Par construction le point d'intersection de D et P est le projeté orthogonal de A sur P
x=1+t
Une représentation paramétrique de D est : { y=2+¢t€R  Exprimons que H est dans D et P
z=3+t
-5 -2 1.4
1+t)+(2+t)+(3+t)=let=—=>H(—;=; =
(1+0+(2+0+(B+0)=1ot="22H (5 553)
2 2 2
Vérification : AH=\/(1+§) +(2—%) +(3—%) =%¢25+25 +25=5§

On retrouve AH = d(A, P)

@ Projeté orthogonal sur une droite
Soit D la droite de I'espace passant par les points A(1; 0; 1) et B(1; 2 ; 0). Soit le point C(0; 0 ; 5).
Déterminons H, le projeté orthogonal de C sur la droite (AB)

.10 x=1+0t=1
AB| 2 | Une représentation paramétrique de D est: | y=0+2t=2t t€R
-1 z=1-1t=1-t

Meéthode 1 : On recherche le plan P contenant C et perpendiculaire a (AB). Une équation cartésienne de P
est 0x + 2y —z + d = 0 ou d est un réel a déterminer. C appartient a P, il en résulte : d = 5.
P:2y-z+5=0
On recherche le point appartenant a D et a P. Ce point est le projeté orthogonal de C sur (AB)

—4 -8.9

2(2t)=(1-t)+5=0=>t=—>=>H(1;,—; =
(20)-(1-0)+5=0= 1= = H(1; 7 2)

Meéthode 2 : Soit M un point quelconque de D. Appliquons le théoreme de Pythagore au triangle CHM
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rectangle en H : CM? = CH?2 + HM?2 . On en déduit CM =CH . CH représente le minimum de CM
Onpose f(t)=CM2=1+422+(—-t—4)2=52+8t+ 17
f'®)=10t+8
VO _—4
fl)=0er=—
f(t) est un polynome de degré 2 convexe (courbe orientée vers le haut). On sait que f admet un minimum

— 4 R .
absoluen t= g enonretrouve le méme point H

@ Droite perpendiculaire a deux autres droites
Soit D et D' deux droites.

X=t
Une représentation paramétrique de D est: | y=0 teR
z=1-2t
x=1-s
Une représentation paramétrique de D' est: | y=4+sSER
z=3
Question : existe t-il une droite D" perpendiculaires a D et D' ?
1 -1
Ul 0 estun vecteur directeur de D , u'l' 1 estun vecteur directeur de D'
-2 0
_|1—=s—t
L'idée est de rechercher un point A de D et A' de D' tels que AA'|4+s soit orthogonal aux vecteurs
2+2t
_—1
1(1-s—1)-2(2+20=0__|"= 3
. v . A (=4
directeurs de D et D'. On obtient le systeme —(1—s—0)+(4+5)=0 5—__4
3
-1 .5 7.8
"=(AAYet Al—50;5),A (5553
D" = (AA") et (3 3) (3 3 )

Remarque : AA' représente la plus petite distance entre un point de D et un point de D', elle est notée
distance de D et D'

@ Demi-espaces
Soit A un point de 1'espace et 1 un vecteur non nul de I'espace.
Question : que représente le lieu des points M vérifiant : AM .n>0 ?

Soit P le plan passant par A et de vecteur normal 7 : MeEP < AM.7i=0
Le plan P partage l'espace en deux demi-espaces et dans le plan P le produit scalaire AM .r1 est nul

Soit 11,v deux vecteur directeurs de P. Exprimons AM dans la base adaptée (i,Vv,7)
11 existe a, b et c trois réels tels que AM =ali+bVv+ch

AM .i>0e (al+bVv+ch).i>0=aili.i+bv.fi+ch.i>0<c|A|f>0ec>0
M se situe ainsi d'un méme coté du plan P

Interprétation : Sur chaque demi-espace délimité par P, le produit scalaire AM .7 garde un signe
constant. L'ensemble recherché est donc 1'un des deux demi-espaces

@ Lieu de points
Soit A, B et C trois points non alignés. Soit k un réel, on recherche les points M de 1'espace vérifiant
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CM .AB=k
On se place dans le plan (ABC) et on considere la droite parallele a AB et passant par C. Soit K le point
—e k-
de cette droite telle que CK=—+ AB
AB
A \ v C
\ %
\
\
\ \K
\
\\ )
\
N N\
\ \
N
\
N
\
5
B
Ona: &@=%Z§K3=k
AB

Ce qui donne : CM.AB=k< CM.AB=CK.AB < KM.AB=0

L'ensemble recherché est un plan passant par K et de vecteur normal AB
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